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概要 
 本研究では、HBSP(Heterogeneous Bilk-Synchronous Parallel)[1]モデル上で行列積を求める場合、各

プロセッサへの最適なデータの割り当て方を求める。 
 HBSP モデルは非同期式並列計算モデルの一つであり、Williams によって提唱された BSP[2]モデルの拡

張モデルである。HBSP モデルはネットワークと局所メモリを持つ性能の異なる複数のプロセッサから成

り立ち、プロセッサの処理速度に応じて処理を割り当てる。HBSP モデルどの通信は通信コスト g、バリ

ア同期時間 L といったパラメタにより抽象化されている。 
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1 序論 

1.1 並列処理 

  現在、地球環境のシミュレーション、天気予報で用いられる数値予報、量子力学に基づく分子設計、原始

物理、宇宙物理のシミュレーション、流体の計算、経済・社会システムのシミュレーション、コンピュータ

グラフィックス、広域通信網、電子網等の最適設計、画像処理、大規模データベース、大規模知識ベースの

検討などの様々な分野で、膨大な量の問題を高速かつ短時間で処理することが求められている。問題を高速

で処理するには 2 通りの方法が挙げられる。1 つは使用するプロセッサの性能の向上である。近年ではプロ

セッサの発達が進み、処理速度が目覚しい向上を遂げた。しかし、これにも限界があり今以上の処理速度の

著しい向上は期待できない。もう 1 つは、並列処理を用いた処理の並列化である。 
  並列処理とは、1 つの問題に対する処理を小さな処理に分割し、それを複数のプロセッサで並列に実行す

ることをいう。近年、コンピュータハードウェアの値下がりによって複数のプロセッサを用いた並列計算機

を構築することが可能になってきた。こういった傾向が進むにつれ並列処理による問題の処理への必要性が

大幅に高くなっていくと思われる。 
 

1.2 並列アルゴリズム 

 アルゴリズムとは数学、コンピューティング、言語学、あるいは関連する分野において、ある特定の目的

を達成するために必要な作業の倫理や効率的手順を述べたものである。 
 並列処理を行うためには、プロセッサ間のデータのやり取りやメモリへのアクセス、プロセッサ間の同期

等、並列特有の問題を解決せねばならない。このため、従来の逐次処理で用いられてきた逐次アルゴリズム

をそのまま並列処理に用いることはできず、並列処理専用のアルゴリズム、すなわち並列アルゴリズムが必

要となる。 

 

1.3 並列計算機 

 複数のプロセッサを用いることで並列処理を行なうことが可能な計算機を並列計算機という。並列計算機

には、全てのプロセッサが共通のメモリに対して読み書きを行い、プロセッサ間の通信はメモリを通して使

用する共有メモリ型並列処理や、それぞれのプロセッサは個々に局所メモリを持ち、通信にはネットワーク

を使用する分散メモリ型並列処理の 2 つに大きく分けることが出来る。 
 その中で、共有メモリ型並列処理は同期問題やデータの送受信といった問題がメモリを共有しているため

対処しやすいが、プロセッサの増減などの変化があった場合には、メモリに全てのプロセッサを接続させる

ことが困難になってしまう。そのため、現在では局所メモリが使用できる分散メモリ型並列処理が主流とな

っている。 
 

1.4 本報告書の構成 

 本報告書の構成を以下に述べる。２章では本研究で使用する HBSP モデルについて述べる。３章では

HBSP モデル上での行列積において、計算により各プロセッサへの最適なデータの割り当て方および計算量

を述べる。４章では結論と今後の課題について述べる。
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2 BSP モデルと HBSP モデル 

2.1 BSP モデル 

BSP モデルは非同期式並列計算モデルであり、以下の要素から構成される。 
 
・局所メモリを持つ複数のプロセッサ 
・プロセッサ間の１対１メッセージ通信を行う完全結合網 
・プロセッサ間の同期を実現するための同期機構 
図 1 に BSP モデルの概念図を示す。 
次に、BSP モデルは以下のパラメタを持つ。 
・p2：プロセッサ数 
・g：通信コスト 
・L：バリア同期時間 
 
BSP モデルだは基本的命令の実行については、各プロセッサは１単位時間に１個の内部命令を局所メモリ上

のデータのみを用いて実行し、h 個のメッセージ、送信命令または受信命令の実行は gh 単位時間で行われる

と仮定されている。 
また、BSP モデルのアルゴリズムは、スーパーステップと呼ばれる命令列のとして表される。スーパーステ

ップとはプロセッサの同期を取るのに実行する命令の列であり、各スーパーステップにおいて各プロセッサは

スーパーステップ開始時におけるメモリの内容にのみ内部計算命令を実行し、また送信命令を実行できるスー

パーステップの全ての命令を実行すると、全てのプロセッサでバリア同期をとり、次のスーパーステップに実

行が移る。実行についてはあるスーパーステップで送信されたメッセージは次のスーパーステップの開始時に

受信されると仮定されている。 
あるスーパーステップで各プロセッサ Piが wi個の内部計算命令 hi個の送信命令または受信命令を実行する

とき、そのときの実行時間は BSP モデルでは O(max0≦i＜p2{wi+ghi}+L)と仮定されている。BSP アルゴリズム

上での実行の概念図を図 2 に示す。 

2.2 HBSP モデル 

HBSP(Heterogeneous Bilk-Synchronous Parallel)モデルは BSP の拡張モデルであり、以下の要素から構

成される。 
 
・局所メモリを持つ性能の異なる複数のプロセッサ 
・プロセッサ間の１対１メッセージ通信を行う相互結合網 
・全体あるいは一部のプロセッサ間で同期をとるための同期機構 
図 3 に HBSP モデルの概念図を示す。 
次に、HBSP モデルは以下のパラメタを持つ。 
・p2：プロセッサ数 
・g：通信コスト 
・L：バリア同期時間 
・si：プロセッサ Pi の速度 
 s0≧s1≧…≧sp2-1=1 
・s：プロセッサの速度合計 s=∑si 

 本研究では簡単のために通信コストと各プロセッサの処理速度が比例すると仮定する。 
g0:s0=g1:s1=g2:s2=…=gp2-1:sp2-1            (1) 

 
HBSP モデルでは基本的命令の実行については、プロセッサ Pi は 1 単位時間に si個の内部計算命令を局所メモ

リ上のデータのみを用いて実行し、h 個のメッセージの送信命令または受信命令の実行は gih 時間で行われると仮
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定されている。 
 HBSP モデル上での並列アルゴリズムも、BSP モデル上の並列アルゴリズムと同様にスーパーステップの

列として表される。 
 あるスーパーステップで各プロセッサ Piが wi個の内部計算命令、hi個の送信命令または受信命令を実行す

るとき、その実行時間は HBSP モデルでは O(max0≦i＜p2{wi/si+gihi}+L)と仮定されている。 
 HBSP アルゴリズム上での実行の概念図を図 4 に示す。 
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図 1 BSP モデルの概念図 

 
 
 
 

図 2 BSP アルゴリズム上での実行の概念図
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図 3 HBSP モデルの概念図 

 
 
 

 

図 4 HBSP アルゴリズム上での実行の概念図 
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3 HBSP モデル上での行列積 

 本研究では HBSP モデル上で n*n の行列積を求める効率の良い並列アルゴリズムを設計する。 
 式(1)より、プロセッサ Pi はプロセッサ Pp2-1 に比べ、内部計算命令および送信命令共に si 倍高速に実行で

きる。HBSP モデル上で行列積を求める場合、n*n の行列積 C=A*B に対して、各行列Ａ,Ｂ,C をそれぞれ s
個の部分行列に分割し、速度 si(0≦i＜p2)であるプロセッサ piに対して si個の部分行列を割り当てる。各プロ

セッサは割り当てられた部分行列の計算を担当する。 
 入力行列 A,B の各プロセッサへのデータの割り当て方は以下の３通りが考えられる。 
 
 α：それぞれサイズ n/s0.5*n/s0.5個の部分行列に分割し、各プロセッサに１つの部分行列を割り当てる 
 β：それぞれサイズ n/s*n 個の部分行列に分割し、各プロセッサに１つの部分行列を割り当てる 
 γ：それぞれサイズ n*n/s 個の部分行列に分割し、各プロセッサに１つの部分行列を割り当てる 
 
 入力行列 A,B および解行列 C がそれぞれα、β、γの３通りの分割パターンがあるため、割り当て方の組

み合わせのパターンは 33=27 通りがある。また行列 B が送信に必要なデータ数は行列 A を縦横を入れ替えた

ものと等しく、解行列 C についてはβとγが向きが異なるだけなので、入力行列 A と解行列 C の組み合わせ

について、通信計算量についてのみ考慮すればよい。したがって、入力行列 A の割り当て方３通りと解行列 C
の割り当て方３通りにより C=A*B の組み合わせは９通りの組み合わせについて求める。 
 
 
 
 
 
 
   α     β         γ 

図 3 部分行列の分割パターン 
(証明) 
 以下は入力行列 A の部分行列へのデータの各プロセッサへの割り当て方および解行列 C に部分行列の計算

担当範囲の各プロセッサへの割り当て方をα,β,γそれぞれ分割した場合の通信計算量を求める。 
  
 
(1)A の割り当て方α、C の割り当て方αの場合 
 入力行列 A の部分行列を持つプロセッサが送信するデータ数は n/s0.5*n/s0.5 
 s0.5個のプロセッサに対して送信する。 
 よって、全体の通信計算量は O(g*n2/s0.5+L)となる。 
 
(2)A の割り当て方β、C の割り当て方αの場合 
 入力行列 A の部分行列を持つプロセッサが送信するデータ数は n/s*n 

 s0.5個のプロセッサに対して送信する。 
 よって、全体の通信計算量は O(g*n2/s0.5+L)となる。 
 
(3)A の割り当て方γ、C の割り当て方αの場合 
 入力行列 A の部分行列を持つプロセッサが送信するデータ数は n/s*n/s0.5 
 s 個のプロセッサに対して送信する。 
 よって、全体の通信計算量は O(g*n2/s0.5+L)となる。 
 
(4)A の割り当て方γ、C の割り当て方γの場合 
 入力行列 A の部分行列を持つプロセッサが送信するデータ数は n/s*n 
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 s 個のプロセッサに対して送信する。 
 よって、全体の通信計算量は O(g*n2+L)となる。 
 
(5)A の割り当て方β、C の割り当て方γの場合 
 入力行列 A の部分行列を持つプロセッサが送信するデータ数は n*n/s 
 s 個のプロセッサに対して送信する。 
 よって、全体の通信計算量は O(g*n2+L)となる。 
 
(6)A の割り当て方α、C の割り当て方γの場合 
 入力行列 A の部分行列を持つプロセッサが送信するデータ数は n/s0.5*n/s0.5 
 s 個のプロセッサに対して送信する。 
 よって、全体の通信計算量は O(g*n2+L)となる。 
 
(7)A の割り当て方α、C の割り当て方βの場合 
 入力行列 A の部分行列を持つプロセッサが送信するデータ数は n/s0.5*n/s 
 s0.5個のプロセッサに対して送信する。 
 よって、全体の通信計算量は O(g*n2/s+L)となる。 
 
(8)A の割り当て方γ、C の割り当て方βの場合 
 入力行列 A の部分行列を持つプロセッサが送信するデータ数は n/s*n/s 
 s 個のプロセッサに対して送信する。 
 よって、全体の通信計算量は O(g*n2/s+L)となる。 
 
(9)A の割り当て方β、C の割り当て方βの場合 
 入力行列 A の部分行列を持つプロセッサが送信するデータ数は n/s*n 
 １個のプロセッサに対して送信する。 
 よって、全体の通信計算量は O(g*n2/s+L)となる。 
 
 
 上記(1)から(9)より、解行列 C の割り当て方がαの時は O(g*n2/s0.5+L)、βの時は O(g*n2+L)、γの時は

O(g*n2/s+L)となり、通信計算量は解行列 C の計算担当範囲の割り当て方に依存することが分かる。 
 また、行列 B のデータ送信については行列 A を縦横入れ替えたものと等しいので、解行列 C の割り当て方

がαの時は O(g*n2/s0.5+L)、βの時は O(g*n2/s+L)、γの時は O(g*n2+L)となる。 
 よって、A と B のデータ送信を合計した場合、通信計算量が最小となる割り当て方は C=A*B に対してα=
α*αの分割パターンにした場合であり、そのときの通信計算量は O(g*n2/s0.5+L)となる。 
 また、解行列の各要素は O(n)で計算可能で、各プロセッサは n2/s 個の要素の計算を行うので解行列の計算

は O(n3/s)で行うことができる。よって、HBSP モデル上で行列積を求めるアルゴリズム計算量は

O(n3/s+n2/s0.5+L)となる。



 8

4 結論・今後の課題 

 本研究では HBSP モデル上で効率よく行列積を求めるアルゴリズムを提案した。 
 HBSPモデル上で行列積を求める場合の各プロセッサへの最適なデータの割り当て方は行列積C=A*Bに対

して各行列を s0.5*s0.5個の部分行列に分割し、プロセッサ Piに si個の部分行列を割り当てた場合である。この

ときの BSP モデル上で行列積を求める並列アルゴリズムの計算量は O(n3/s+n2/s0.5+L)が最適な並列アルゴリ

ズムとなる。データを送信する最適な分割パターンは各部分行列が正方形になる場合であることが示された。 
 今後の課題としては、行列以外にも２次元配列になっているデータが存在するような問題に対するデータ

の分割の仕方を求めていくことが必要となる。
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