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概要 
本研究では、BSP*(Bulk-Synchronous Parallel)モデル上で行列積を行う効率の良いアルゴリ

ズムの提示を行う。 
 BSP*モデルは Valiant により提案された並列計算モデルである BSP モデルの拡張モデルであ

り、Bäumker らによって提案された。BSP モデルは並列計算において重要とされる通信コスト

を同期周期 L,通信命令実行時間 g といったパラメタにより表すことを可能にしたモデルである。

そして BSP*モデルでは、通信パケットサイズを表すパラメタ B を導入することにより、より実

際に即したアルゴリズムの計算量の検証が可能となっている。 
本研究では、BSP*モデル上で、入力行列の各要素のプロセッサへの割り当て方及び解行列の

各プロセッサの計算担当範囲の割り当て方を検証することにより、行列積を求めるのに最適なア

ルゴリズムの検証を行う。また、その分割パターンにおいて最適となるプロセッサ数を求める。 
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1 序論 

1.1 並列アルゴリズム 
アルゴリズムとは、ある特定の目的を達成するために必要な作業の倫理や手順を述べたものである。

この手順は決まっており、その指示通りに従うことが必要である。 
ある問題を解くアルゴリズムの評価において、計算時間を基準に評価する方法がある。この方法で

一番簡単なのは、実際にプログラムを書いてそれを実行させることである。しかし、複数のアルゴリ

ズムを比較する場合、計算機等がまったく同じ環境で実行しなければならないことになる。また、計

算機が変わったときに、動作の優劣が逆転してしまうことも起こり得てしまう。 
そこで、アルゴリズムを評価するにあたって、計算機のモデルを考えてその上で評価する方法が用

いられている。 
並列アルゴリズムは、複数のプロセッサが協調してデータを処理することにより、問題を短時間で

解け、またより複雑な問題を解くことを可能にするためのアルゴリズムである。このとき、通常アル

ゴリズムの評価に用いられる計算時間や記憶領域に加えて、プロセッサ数も評価の対象になることが

多い。これは、アルゴルズムを計算機のモデル上で考えているために、膨大なメモリやプロセッサを

必要とするアルゴリズムの場合、実際の計算機では事実上解けなくなってしまう。この為に、これら

の基準も重要な要素となってくる。 
 

1.2 並列計算モデル 

並列アルゴリズムの設計、解析は並列計算機を抽象化した並列計算モデル上で行われる。代表的な

並列計算モデルとして PRAM(Parallel Random Access Machine)[4]、Mesh[4]、Hyper-cube[4]、

BSP(Bulk-Syncronous Parallel)[2]等がある。 
PRAM は共有メモリ型並列計算のモデルであり、通信や同期に掛かるコストを無視でき、また、1

命令ごとに全てのプロセッサで同期を取る細粒度同期式モデルである。このため PRAM 上でのアルゴ

リズムの設計、解析は比較的容易に行うことができる。しかし、プロセッサ能力の向上に伴い、PRAM
では無視していた通信や同期のコストが実行時間全体において無視できないほど大きな割合となって

きたため、PRAM 上で設計したアルゴリズムが現実の並列計算機では必ずしも効率よく実行できると

はかぎらなくなってきている。また、昨今ではプロセッサが他のプロセッサと同期せずに処理を行う

非同期式処理が主流となりつつある。このため、非同期式処理に対応したモデルとして注目されてい

るのが BSP モデルである。 
BSP モデルは分散メモリ型の非同期式並列計算モデルであり、通信のオーバーヘッドや同期のオー

バーヘッドを考慮することができるモデルである。このため BSP モデルは多くの実在する並列計算機

に対応する汎用性の高いモデルである。また、BSP*モデルは BSP モデルの拡張モデルであり、通信

計算量にパケットの概念が取り入れられている。今日の TCP/IP 通信ではパケット通信が主に行われて

いることから、このモデルはより現実のネットワークに近いモデルであると言える。 
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2 BSP モデルと BSP*モデル 
BSP(Bulk-Synchronous Parallel)[2]モデルは Valiant によって提案された非同期式計算モデルであ

り、以下の構成要素から成る。 
・局所メモリを持つ複数のプロセッサ 
・プロセッサ間の 1 対 1 メッセージ通信を行なう完全結合網 
・プロセッサ間の同期を実現するための同期機構 

 
図 1 に BSP モデルの概念図を示す。 
また、BSP モデルは以下のパラメタを持つ 

p: プロセッサ数 
g : 通信路帯域幅：１個のメッセージを送信あるいは受信するためにかかる時間。 
L : 同期時間、バリア同期周期：プロセッサ全体の 1 回の同期にかかる時間、これは同時に通信延 

期時間を表すパラメタでもある。 
BSP モデル上の並列アルゴリズムの基本的命令の実行時間について、以下のように仮定されている。 
• 各プロセッサは 1 単位時間に 1 内部計算命令を局所メモリについてのみ基づいて実行する。 
• メッセージ１個の送信命令または受信命令の実行は g 単位時間で行われる。ただし、1 メッセー 
ジは 1 語からなるものとし、サイズ１のメッセージと呼ぶ。 
• あるスーパーステップにおいて、全てのプロセッサで命令の実行を終了してから L 時間以内に 
バリア同期が取られ、次のスーパーステップの実行に移る。よって、あるスーパーステップにおいて、

各プロセッサが高々w 個の内部計算命令、高々h 個の送信命令または受信命令を割り当てられた場

合、そのスーパーステップの実行には O(w+gh+L)時間かかる。図 2 に BSP モデル上でのアルゴリ

ズム実行の概念図を示す。 
 
以降では簡単のために、各スーパーステップは内部計算命令のみ、あるいは送信命令および受信命令 

のみからなるとし、内部計算命令のみからなるスーパーステップの実行時間を内部計算時間、送信命令

及び受信命令のみからなるスーパーステップの実行時間を通信時間と呼ぶ。 
BSP*モデル[3]は、Bäumker らによって提案された BSP モデルの拡張モデルであり、上記の BSP

モデルのパラメタに加えて以下のパラメタを持つ 
B(≧1):通信パケットの最小サイズ 

この拡張により、BSP モデルと比べて以下の点が変更される。 
• 同じプロセッサに対する s 語のメッセージをサイズ s のメッセージとして送信または受信できる。 

• サイズ s のメッセージの送信命令または受信命令の実行は ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡
B
sg 単位時間で行われる。よって各

プロセッサが高々ｗ個の内部計算命令、各サイズ sss h
…,,

21 である高々ｈ個のメッセージの送

信命令又は受信命令からなるスーパーステップの実行には、 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

⎥
⎥
⎥

⎤

⎢
⎢
⎢

⎡
+ ∑ =

h

i
i L

B
gwO s

1
時間かかる。 
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図 1 BSP モデルの概念図 

 
図 2 BSP アルゴリズム上での計算機の動き 
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3 BSP＊モデル上で行列積を求める並列アルゴリズム 
本研究では BSP*モデル上で n*n の行列積を求める効率の良い並列アルゴリズムを設計する。 
BSP モデル上で行列積を求める場合、入力行列 A,B は p 個の部分行列に分割され、各プロセッサの

メモリ上に割り当てられる。また解行列 C は p 個の部分行列に分割されて各プロセッサに割り当てら

れ、各プロセッサは割り当てられた部分行列の計算を担当する。 
行列積を計算するアルゴリズム中で各プロセッサは、保持する部分行列の要素を、それを必要とす

る解行列を計算するプロセッサに送信する。このとき、入力行列 A,B データの各プロセッサへの割り

当て方により、データ送信に必要となるデータの個数及び送信先のプロセッサの台数が異なる。した

がって、効率の良い並列アルゴリズムを得るには入力行列 A,B のデータの各プロセッサへの割り当て

方及び解行列 C の計算担当範囲の各プロセッサへの割り当て方を検証しなければならない。そこで以

下には、入力行列 A,B 及び解行列 C のプロセッサへの最適な割り当て方を求める。 
分割のパターンとしては図 3 の(a),(b),(c)に示す 3 通りが考えられる。 

図 3 の(a)では、n*n の行列はそれぞれサイズ
p

n
p

n * の pp * 個の部分行列に分割される。同様

に、図 3 の(b)ではそれぞれサイズ
p
nn * の p*1 個の部分行列に、図 3 の(c)ではそれぞれサイズ n

p
n *

の 1*p 個の部分行列に分割される。 

入力行列 A,B 及び解行列 C がそれぞれ(a),(b),(c)の 3 通りの分割パターンがあるため、全体では

2733 = 通りの組み合わせがある。 

行列 A の要素の送信しなければならないデータ及びデータの送り先は、A の部分行列のデータの各

プロセッサへの割り当て方及び C の部分行列の計算担当範囲の各プロセッサへの割り当て方のみ依存

し、B の割り当て方には影響されない。同様に、B の送信が必要なデータは、B と C の割り当て分に

のみ依存する。また、A と B は縦横が異なるだけであり、送信が必要となるデータ数とデータの送信

先数は変わらない。よって以下では、A と C の組み合わせ、すなわち 932 = 通りの組み合わせについ

てのみ検証する。 
 

 

 
      (a)     (b)     (c) 

図 3 部分行列への分割の仕方 
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定理 1） 
BSP＊モデル上で行列積を解くアルゴリズムの計算量は 
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となる。 
 

(証明) 
以下は入力行列 A の部分行列へのデータの各プロセッサへの割り当て方及び解行列 C の部分行列の

計算担当範囲の各プロセッサへの割り当て方を(a),(b),(c)それぞれの分割の仕方にした場合の送信デー

タ量及び送信先のプロセッサ台数について検証する。 
 

(1) A のデータの割り当て方(a)、C の計算範囲の割り当て方(a)の場合 

A のデータを保持する各プロセッサは、
p

n
p

n *  個のデータを p 個のプロセッサに対して

送信する。よって通信計算量は 
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となる。 
(2) A のデータの割り当て方(a)、C の計算担当範囲の割り当て方(b)の場合 

(1)と同様に通信計算量は 
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(3) A のデータの割り当て方(a)、C の割り当て方(c)の場合 
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(4) A のデータの割り当て方(b)、C の計算範囲の割り当て方(a)の場合 
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(5) A のデータの割り当て方(b)、C の計算範囲の割り当て方(b)の場合 
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(6) A のデータの割り当て方(b)、C の計算範囲の割り当て方(c)の場合 
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(7) A のデータの割り当て方(c)、C の計算範囲の割り当て方(a)の場合 
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(8) A のデータの割り当て方(c)、C の計算範囲の割り当て方(b)の場合 
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(9) A のデータの割り当て方(c)、C の計算範囲の割り当て方(c)の場合 
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の場合、通信計算量は、(1),(4),(7)が ⎟
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となり、通信計算量は C の計算担当範囲の割り当て方に依存することが示される。 

また、B のデータを送信する通信計算量は、A,C の縦横を入れ替えたものに同じ、すなわち、C の計

算担当範囲の割り当てをそれぞれ (a),(b),(c)とする場合、B のデータを送信する通信計算量は
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となる。したがって、全体の通信計算量は C の計算担
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当範囲の割り当てをそれぞれ(a),(b),(c)とする場合、 ⎟
⎟
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なり、(a)とした場合が最も通信計算量が小さくなる。 
C の計算担当範囲を(a)とした場合、A のデータの割り当て方は(a)または(c)、B のデータの割り当て

方は(a)または(b)にした場合が最も通信計算量が小さくなり、 ⎟
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となる。 

解行列の各要素は O(n)時間で計算でき、各プロセッサは
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個の要素の計算を行うので、解行列の

計算は ⎟⎟
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時間で行うことが出来る。よって BSP＊モデル上で行列積を解く並列アルゴリズムの計

算量は 
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□ 
となる。 
 
定理 2) 

BSP＊モデル上で行列積を解くアルゴリズムは 
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のとき最適となる 
 
(証明) 
並列アルゴリズムが最適となるのは、通信計算量が内部計算量よりも小さいときである。よって 
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4 結論 

本研究では BSP*モデル上で効率よく行列積を求めるアルゴリズムを提案した。 

BSP*モデル上で行列積を求める並列アルゴリズムの計算量は
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
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⎛
++ Lp

Bp
ng
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nO

23

となる。ま

た、 )(
2

2

22

のときB
p

n
g
Bnp ≥≤ 、 )(

2

3 2

2

のときB
p

n
g

np <≤ のとき最適な並列アルゴリズムとなる。 

今後の課題としては、行列以外にも 2 次元配列になっているデータが存在するような問題に対するデータ

分割の仕方を求めていくことが必要となる。 
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