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論理回路

第3回論理回路の簡略化

― カルノー図

http://www.info.kindai.ac.jp/LC

E館3階E-331 内線5459

takasi-i@info.kindai.ac.jp

回路の設計・解析

論理変数 論理演算 演算結果

入力信号
(直流電圧)

論理ゲート 出力信号
（直流電圧）

X

Y

Z

F

設計

解析𝑓 𝑋,𝑌,𝑋
ൌ 𝑋 ⋅ 𝑌 ൅  𝑋 ⋅ 𝑍

回路の設計

• X →

• X ・Y →

• X +Y →

1. 各論理演算を論理ゲートに変換

2. 論理ゲートを配置

入力側から出力側に向かって

演算順位の高いゲート→ 低いゲート

の順に配置・配線

NOT ゲート

AND ゲート

OR ゲート

回路の設計

 例題

 𝑓ሺ𝑋,𝑌ሻ ൌ 𝑋 ⋅ 𝑌 ൅  𝑋 ⋅  𝑌 を設計

X

Y

F

1. X ,Y → NOTゲートに

2. X ・Y , X ・Y → ANDゲートに

3. X ・Y + X ・Y → ORゲートに

回路のゲート数

X

Y

Z

F

X

Y

Z

G

ゲート2個 ゲート3個

等価な関数

等価な回路

G は1個余分にゲートが必要

𝑓 𝑋,𝑌,𝑍 ൌ 𝑋 ⋅ 𝑌 ൅ 𝑍
𝑔 𝑋,𝑌,𝑍 ൌ 𝑋 ⋅ 𝑌 ൅ 𝑋 ⋅ 𝑍

回路の段数

定義: 段数

– 入力から出力まで通ったゲートの数

A
B
C
D

F
A
B
C
D

G

等価な関数

2段 3段
G は1段余分にゲートを通っている

𝑓 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 ൌ ሺ𝐴 ⋅ 𝐵ሻ ⋅ ሺ𝐶 ⋅ 𝐷ሻ
𝑔 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 ൌ ሺሺ𝐴 ⋅ 𝐵ሻ ⋅ 𝐶ሻ ⋅ 𝐷
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効率の良い回路

 回路のゲート数が少ない

– 回路を小型化できる

 回路の段数が少ない

– 回路の遅延を少なくできる

面積小

X ・(Y +Z )
面積大

X ・Y + X ・Z

遅延小

(A・B)・(C・D)
遅延大

((A・B)・C)・D

最適化

 空間最適化

– 論理ゲートの総数を最小にする

 時間最適化

– 論理ゲートの段数を最小にする

X ・Y + X ・Z

((A・B)・C)・D

X ・(Y +Z )空間最適化

(A・B)・(C・D)時間最適化

カルノー図

 カルノー図:関数値を2次元格子図で表現

– 論理関数を直感的に把握する表現法

– 論理回路の最適化設計を直感的に行える

X  Y
Z 0 0 0 1 1 1 1 0

0 0 0 1 0

1 1 1 1 0

カルノー図

 カルノー図のサイズ

– 2変数(22通り) : 21× 21 =2×2 : 縦2横2

– 3変数(23通り) : 21× 22 =2×4 : 縦2横4

– 4変数(24通り) : 22× 22 =4×4 : 縦4横4

X  Y
Z  W 0 0 0 1 1 1 1 0

0 0 0 1 0 0

0 1 1 1 1 0

1 1 0 0 1 1

1 0 0 0 1 0

カルノー図の例

順番に注意！

X Y

Z 0 0 0 1 1 1 1 0

0

1 0001

0111

例題: 𝑓 𝑋,𝑌,𝑍 ൌ  𝑋 ·  𝑌 ൅ 𝑌 ·  𝑍 を
カルノー図で示せ

カルノー図の座標ラベル

 隣同士で1文字だけが異なるようにする

– 2変数のラベル

00, 01, 11, 10 (, 00)
– 3変数のラベル

000, 001, 011, 010, 110,

111, 101, 100 (, 000)
– 4変数のラベル

0000,0001,0011,0010,0110,0111,0101,0100, 
1100,1101,1111,1110,1010,1011,1001,1000
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カルノー図の例題

 例題:  次のカルノー図の論理関数を求めよ

X

Y 0 1

0 0 1

1 1 0
(0,1)(1,0)の
マス目が1

カルノー図による論理式の簡略化

 カルノー図の隣同士は1文字だけが異なる

X Y

Z 0 0 0 1 1 1 1 0

0 1 1

1

この2マスは共に

X = 0, Z = 0

Y は 0 でも 1 でも
値は同じ

⇒ Y は式から
消してよい

カルノー図による論理式の簡略化

X Y

Z
0 0 0 1 1 1 1 0

0 1 1

1 1 1

この4マスは

全て Y = 1

カルノー図による論理式の簡略化

X Y

Z
0 0 0 1 1 1 1 0

0 1 1

1 1 1

カルノー図の上下左右は

隣り合っている

カルノー図による論理式の簡略化
X Y

Z W
0 0 0 1 1 1 1 0

0 0 1 1

0 1 1 1

1 1 1

1 0 1 1 1 1

2i×2i の長方形内が全て1ならば簡略化可能

カルノー図の上下・左右は繋がっていることに注意

包含

定義 : 包含

– 論理積項Q の値を1にする入力

⇒論理積項P の値を1にする入力

 論理積項P は論理積項Q を包含する

 論理積項Q は論理積項P に包含される

Q 
P

Q =1 となるのは
(X,Y,Z )=(1,0,1)(1,0,0)

(1,0,1),(1,0,0)
共に P =1 となる

P ⊇Q

例 : 𝑓 𝑋,𝑌,𝑍 : 𝑃 ൌ 𝑋,𝑄 ൌ 𝑋 ⋅  𝑌 
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例題 : 包含

 例題: f (X,Y,Z) においてP ⊇Qi なのは？

(1,1,0) P (1,1,0) = 1

(1,0,0) P (1,0,0) = 1

(1,1,1) P (1,1,1) = 0

P (0,0,0) = 0
P (1,0,0) = 1

(0,0,0)
(1,0,0)

P ⊇Q0

P ⊇Q1

P ⊇Q2

P ⊇Q3

カルノー図と包含関係

X Y

Z 0 0 0 1 1 1 1 0

0 1 1

1 1 1

(0,1,1)(0,1,0)
(0,1,1)

(0,1,0)
(0,1,1)
(1,1,0)
(1,1,1)

P ⊇Q ⊇R 

主項

定義 : 主項

論理関数 f を積和形で表現する

f =t1+t2+…+tn (ti : f の積項)

積項ti が主項

⇔ ti がそれ以外の積項tj に包含されない

カルノー図で

より大きな長方形に包含されない長方形

主項

主項

主項ではない

例 : 𝑓 ൌ 𝑋 ⋅  𝑍 ൅ 𝑋 ⋅ 𝑌 ൅ 𝑋 ⋅  𝑌 ⋅  𝑍 

X Y

Z
0 0 0 1 1 1 1 0

0 1 1

1 1

(1,0,0)
(1,1,0)

(1,0,0)

𝑋 ⋅  𝑍 ⊇ 𝑋 ⋅  𝑌 ⋅  𝑍 

主項とカルノー図

11 0

111 1

1110 1

110 0

1 01 10 10 0X Y

Z W

主項

主項以外の項は
不要

例 : 

𝑓 ൌ  𝑋 ⋅  𝑍 ൅ 𝑌 ⋅ 𝑍
𝑔 ൌ  𝑋 ⋅  𝑍 ൅ 𝑌 ⋅ 𝑍 ൅  𝑋 ⋅ 𝑌

最小積和形
定義 : 最小積和形, 最簡積和形

– 主項だけで構成する積和形のうち項数が最
小のもの

111

110

1 01 10 10 0X Y

Z

f : 最小積和形
g: 最小積和形ではない

 𝑋 ⋅  𝑍 ,𝑌 ⋅ 𝑍,  𝑋 ⋅ 𝑌全て主項

19 20

21 22

23 24
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必須主項と特異最小項

定義 : 必須主項と特異最小項

– 特異最小項: ただ1つの主項に包含される

– 必須主項:    特異最小項を包含する

X Y

Z
0 0 0 1 1 1 1 0

0 1 1

1 1 1

例 :  𝑋 ⋅  𝑍 ൅  𝑋 ⋅  𝑌 ⋅  𝑍 ൅ 𝑌 ⋅ 𝑍 ൅  𝑋 ⋅ 𝑌 ⋅ 𝑍 ൅  𝑋 ⋅ 𝑌

最小積和形の積項の条件

 最小積和形の積項の条件

– 主項以外の項は不要

– 必須主項は必要

111

110

1 01 10 10 0X Y

Z

主項必須主項

必須主項以外の主項は

必要？ 不要？

最小積和形を求める手順

1. 標準積和形に変形

2. カルノー図を描く

3. 主項を求める

4. 特異最小項を探す

5. 必須主項を選択

6. 必須主項が包含しない最小項を包含す
る主項を選択(項数が最小になるように)

7. 5.と6.で選択した主項をORで結ぶ

カルノー図による最小化

1111 0

111 1

110 1

110 0

1 01 10 10 0
X Y

Z W 

f =

主項を選択

カルノー図による最小化

1111 0

111 1

110 1

110 0

1 01 10 10 0
X Y

Z W 

必須主項を選択

カルノー図による最小化

1111 0

111 1

110 1

110 0

1 01 10 10 0
X Y

Z W 

必須主項が包含しない最小項を包含する

主項を選択(項数が最小になるように)

どちらでもOK!

25 26

27 28

29 30
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カルノー図による最小化

最小積和形

1111 0

111 1

110 1

110 0

1 01 10 10 0
X Y

Z W 

または

例題 : カルノー図による最小化

 例題 𝑓 𝐴,𝐵,𝐶 ൌ 𝐴 · 𝐵 ൅ 𝐵 · 𝐶 ൅  𝐴 · 𝐶 の
最小積和形

111

1

1

0

1 01 10 10 0A B

C

𝑓 ൌ 𝐴 · 𝐵 ൅  𝐴 · 𝐶

例題 : カルノー図による最小化

 例題

1111

1110

1 01 10 10 0A B

C

1111

1110

1 01 10 10 0A B

C

1111

1110

1 01 10 10 0A B

C

または

出力を決めなくていい入力

 ある入力に対して出力を決める必要が無
い場合がある

例: じゃんけんを2ビットで表現
00 = グー, 01 = チョキ, 10 = パー

入力11 は？

•そんな入力はあり得ない

•そんな入力は禁止する

•そんな入力は無効である

•そんな入力は入力する奴が悪い！

ドントケア

定義 : ドントケア

n 変数論理関数において、n 個の変数値の
組に対する関数値が未定義

n 入力論理回路において、n 本の入力信号
の組に対する出力信号が未定義

ドントケアに対する出力は何でもOK!
• 0を出力

• 1を出力

• エラーメッセージを出して停止

• 計算機がフリーズ

• 再入力を促す • 計算機が火を噴いて爆発する！

ドントケアを含む論理関数

-1 1

11 0

10 1

00 0

f (X,Y )X Y

- : ドントケア

01 1

11 0

10 1

00 0

f2(X,Y )X Y

11 1

11 0

10 1

00 0

f1(X,Y )X Y

f (1,1) が未定義なので、回路設計者は
のどちらを作っても良い

31 32

33 34

35 36
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ドントケアを含む場合の最小化

 ドントケアは1,0のどちらにしても良い

最小化に有効である場合は1と見做してよい
X Y

Z W 0 0 0 1 1 1 1 0

0 0 1 1

0 1 - - - 1

1 1 - - 1

1 0 1 1

- ドントケア

ドントケアを含む場合の最小化

X Y

Z W
0 0 0 1 1 1 1 0

0 0 1 -

0 1 1 - 1

1 1 - - 1

1 0 - 1

𝑓 ൌ  𝑋 ⋅  𝑌 ൅ 𝑌 ⋅ 𝑊 ൅ 𝑋 ⋅ 𝑌 · 𝑍

5変数関数のカルノー図

 5変数関数 f =(X,Y,Z,U,V ) のカルノー図

11 0

111 1

10 1

10 0

1 01 10 10 0X Y

Z U

V 0

11 0

11 1

0 1

10 0

1 01 10 10 0X Y

Z U

1

6変数関数のカルノー図
 6変数関数 f =(X,Y,Z,U,V,W ) のカルノー図

11 0

11 1

10 1

10 0

1 01 10 10 0X Y

Z U

V
W

0

0

11 0

1 1

0 1

10 0

1 01 10 10 0X Y

Z U

1

11 0

11 1

10 1

0 0

1 01 10 10 0X Y

Z U

1

11 0

1 1

0 1

10 0

1 01 10 10 0X Y

Z U

カルノー図の特徴

 長所

– 直感的で分かり易い

– 必要な主項の選択が容易

 短所

– 実用的に使えるのはせいぜい4変数

(無理して6変数)まで

Logisim

次回 Logisim を用いた実習を行う

 Logisim
– 論理回路のシミュレータ

論理素子やモジュールを使用可能

フリーソフト

– ホームページ

http://www.cburch.com/logisim/

37 38

39 40
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http://www.cburch.com/logisim/index.html

Logisimのインストール

 ノートPCに Logisim をインストール

– 論理回路のページにインストール方法を記載

http://www.info.kindai.ac.jp/LC/Logisim

https://www.info.kindai.ac.jp/LC/

http://www.info.kindai.ac.jp/LC/Logisim/install.html

1. logisim-macosx-2.7.1.tar.gz を

/Users/info/Downloads にダウンロード

最新版はここ

https://ja.osdn.net/projects/sfnet_circuit/

43 44

45 46
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2. logisim-macosx-2.7.1.tar をクリック

クリックして解凍

クリックで解凍

3. Logisim.app をクリック

クリックして解凍

クリックで起動

エラーが出る場合

クリックして解凍

ダウンロード後

control キーを押しながら

「開く」でインストール

http://www.info.kindai.ac.jp/LC/Logisim/install.html

49 50
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エラーが出る場合

クリックして解凍

control キーを押しながら

「開く」で起動 (初回のみ)

実習用ファイル

 第4回実習開始時までに以下の10個の

ファイルをダウンロードしておくこと

– gate1.circ, gate2.circ, gate3.circ, 

gate4.circ, gate5.circ, gate6.circ, 

MP2.circ, FA.circ, FA4.circ, FAS4.circ

https://www.info.kindai.ac.jp/LC/ OS が 11.2.3 以降の場合

Logisim-evolution

 Logisim-evolution
– Logisim のフォーク版

(Logisim をベースに開発されたソフトウェア)

https://github.com/reds-heig/logisim-evolution

55 56
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https://www.info.kindai.ac.jp/LC/ http://www.info.kindai.ac.jp/LC/LogisimEv/install.html

$ brew update

$ brew upgrade

$ brew install logisim-evolution --cask

ターミナル上で

control キーを押しながら

クリック (初回のみ)

61 62
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$ java -jar /Applications/logisim-evolution.jar &

ターミナル上で

が出る場合は

https://www.info.kindai.ac.jp/LC/
演習問題 : 回路の設計

X

Y

Z

F
(3入力ANDゲート,3入力ORゲートを使って良い)

演習問題 : 回路の最適化

X0

X1

X2

X3

F

 下式を時間最適化せよ (2入力ORゲートを使うこと)

演習問題 : カルノー図による簡略化

 次のカルノー図で表される論理関数を書け

X Y

Z 0 0 0 1 1 1 1 0

0

1 1 1 1 1

X Y

Z 0 0 0 1 1 1 1 0

0 1 1

1 1 1

Z=1 Y=0, Z=1Y=1, Z=0

𝑍  𝑌 · 𝑍 ൅ 𝑌 ·  𝑍 f (X,Y,Z) = f (X,Y,Z) =

67 68
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演習問題 : 主項
 下記の論理式の項の中で主項はどれか

また必須主項はどれか

X Y 

Z
0 0 0 1 1 1 1 0

0 1 1

1 1 1 1

主項

必須主項

演習問題 : カルノー図による最小化

 f (X,Y,Z ) の最小積和形を求めよ

• f =

X Y 

Z 0 0 0 1 1 1 1 0

0

1 11

11

演習問題 : カルノー図による最小化

 f (X,Y,Z ) の最小積和形を求めよ

• f =

X Y 

Z 0 0 0 1 1 1 1 0

0

1

ただし、(0,1,1),(1,1,0)はドントケア

1

1

1

-

-

73 74
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