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概要

本研究では BSP(Bulk Synchronous Parallel)モデル [7]上で高速にソーティ
ングを行う並列アルゴリズムを提案する。BSPモデルとは分散メモリ型の並
列計算モデルであり、PRAM(Parallel Random Access Machine)[7]と異なり
並列アルゴリズムの通信および同期にかかるコストを考慮したモデルである。

このため、BSPモデルはより現実の並列計算機に近いモデルとして注目され
ており、現在様々な問題に対して BSPモデル上で高速に実行できる並列アル
ゴリズムが求められている。しかし、従来の PRAMのアルゴリズムは通信
が考慮されていないため、これを BSPモデル上で実行させても効率よく実行
できるとは限らない。従って、通信や同期を考慮した BSPモデル用のアルゴ
リズムを設計する必要がある。本研究では基本的な問題であるソーティング

に対して、BSPモデル上で効率良く解く並列アルゴリズムを提案する。本研
究で提案するアルゴリズムはクイックソートをベースとしている。クイック

ソートはデータ内のある値を基準値とし、データをその基準値以下のデータ

からなる部分データと基準値以下のデータからなる部分データに分割し、各

部分データを再帰的に分割していくことによりソーティングを行う。分散メ

モリ型並列計算モデルである BSPモデルでは、あるプロセッサが持つデー
タを他のプロセッサが使うためには、プロセッサ間で通信および同期を行わ

ねばならない。しかし、一般的に 1メッセージあたりの通信時間ｇおよび
同期時間Ｌは内部計算時間に比べて極めて大きいとされる。従って高速なア

ルゴリズムを設計するには通信メッセージ数および同期回数を減らすことが

必要となる。BSP上でクイックソートを行う場合、各ループでデータを分割
後、あるプロセッサから他のプロセッサに対して部分データの送信が行われ

る。本研究では多くの場合において計算量の大きな部分を占める同期にかか

る時間に着目し、同期回数を減らすことにより計算量の改善を図る。本研究

で提案するアルゴリズムは、各ループでデータを分割する際にｋ (> 2)個の
部分データに分割することにより同期回数を減少させている。
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1 序論

1.1 並列アルゴリズム

地球規模の気象シミュレーションや天体の軌道計算など、計算量の大きな

問題を短時間で解く必要のある分野は多岐に渡っている。これらの問題に対

して、従来の 1台のプロセッサから成る逐次計算機を用いた逐次処理では非
常に大きな時間が掛かる。このため、これらの問題を解く手法として、複数の

プロセッサを持つ並列計算機 (Parallel Computer)による並列処理 (Parallel
Processing)が現在注目されている。複数のプロセッサが協調してデータを処
理することにより、問題を短時間で解け、またより複雑な問題を解くことが

できるようになる。しかし、並列処理を行うためには、プロセッサ間のデー

タのやり取りやメモリへのアクセス、プロセッサ間の同期等、並列特有の問

題を解決せねばならない。このため、従来の逐次処理で用いられてきた逐次

アルゴリズムをそのまま並列処理に用いることはできず、並列処理専用のア

ルゴリズム、すなわち並列アルゴリズムが必要となる。そのため、現在様々

な分野で、高速に処理を行う並列アルゴリズムが求められている。

1.2 並列計算機

並列計算機は複数のプロセッサを持ち並列処理を行うことができる計算機

である。並列計算機は、全てのプロセッサが共通したメモリに対して読み書き

を行い、プロセッサ間の通信はメモリを通して行う共有メモリ型並列計算機

(Shared Memory Parallel Computer)と、それぞれのプロセッサが局所メモ
リを持ち、プロセッサ間の通信はネットワークを通じて行う分散メモリ型並

列計算機 (Distributed Memory Parallel Computer)に大別される。プロセッ
サ数の増加に従い、1つの共有メモリに全てのプロセッサを繋ぐことは困難
となる。このため、現在、プロセッサ数の多い並列計算機では分散メモリ型

が主流となっている。また、複数の計算機をネットワークで繋ぎ、それ全体

を仮想的な計算機として扱うクラスタ (Cluster)処理やグリッド (Grid)処理
も幅広く行われている。

1.3 並列計算モデル

並列アルゴリズムの設計・解析は、並列計算機を抽象化した並列計算モデル上

で行われる。代表的な並列計算モデルとして、PRAM(Parallel Random Access
Machine)[5], Mesh[5], Hyper-cube[5], BSP (Bulk-Syncronous Parallel)モデ
ル [7], CGM (Coarse Grain Multi-Computer)[2]などがある。

PRAMは共有メモリ型並列計算モデルであり、全ての演算が 1単位時間で
行われる、1命令毎に同期が取られる、通信のコストが一切発生しない、等
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の仮定が設けられた理想的なモデルである。このため PRAM上でのアルゴ
リズムの設計・解析は比較的容易に行うことができる。しかし、PRAM自体
の実現は困難であり、PRAM上で設計したアルゴリズムは現実の並列計算機
では必ずしも効率良く実行できるとは限らない。このため、現在主流となっ

てきた分散メモリ型並列計算機に対応するモデルとして注目されているのが

BSPモデルである。BSPモデルは分散メモリ型並列計算モデルであり、通信
のオーバヘッドや同期のオーバヘッドを考慮することができるモデルである。

そこで本研究ではモデルとしてBSPモデルを採用し、この上で高速に実行で
きる並列アルゴリズムの設計を行う。

1.4 ソーティング

ソーティングは基本的な問題であり、様々な分野で広く用いられる。この

ため、並列計算機上で高速にソーティングを解くことができる並列アルゴリ

ズムを開発することは重要な課題である。サイズ nのデータに対し、逐次ア

ルゴリズムでは、クィックソート [3]やマージソート [3]を用いて O(n log n)
時間でソーティングを行うことができる。また Reischukは CREW PRAM
上で p台のプロセッサを用いて O(n log n

p + log n)時間でソーティングを行う
確率的並列アルゴリズムを提案した。Coleは CREW-PRAM上で p台のプ

ロセッサを用いて O(n log n
p + log n)時間でソーティングを行うアルゴリズム

を提案した [1]。本研究では、BSPモデル上で pプロセッサを用いて任意の
整数 k(2 ≤ k ≤ p)に対し O(n log n

p log n
p + n(log k + g) + L log p

log k )時間でソー
ティングを行う決定性並列アルゴルズムを提案する。ここで gは 1メッセー
ジ辺りの送受信時間、Lは同期時間である。

1.5 本報告書の構成

次項の 2節では PRAMや BSP、ソーティングについてより詳しく述べる
と供に、本研究で提案する改良を加えたアルゴリズムを詳しく記述する。3節
にはその実行結果を示し、4節で本研究における結論や今回の研究で明らか
になった今後の課題などを記載し考察も行う。
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2 準備

2.1 PRAM(Parallel Random Access Machine)モデル

PRAM(Parallel Random Access Machine)モデル [5]は複数のプロセッサ
がメモリを共有したモデルであり共有メモリ型並列計算モデルと言われる。

図 1に PRAMの概念図を示す。このモデルで並列アルゴリズムを実行する
と、各プロセッサは入力データの読み出しや書き込み、最終結果の書き出しの

為に共有メモリにアクセスする。PRAMの各プロセッサは共有メモリ上の任
意の位置にあるメモリセルに対して１単位時間で読み書きでき、また全ての

演算は 1単位時間で行うことができる。また、PRAMは細粒度同期式 (Fine
Grain Synchronicatoin)であり、1単位時間ごとに全てのプロセッサで同期
が取られる。プロセッサ間の通信は共有メモリを通じて行われる。PRAMは
このように通信や同期にかかるコストが一切発生しないなどの理想的な仮説

が設けられている為、並列アルゴリズムの設計を容易なものにし、問題の並

列性をある程度理論的に検証することを可能にしている。また、PRAMは他
の並列計算機モデルの基礎となることも多く PRAMを対象に設計されたア
ルゴリズムは数多く存在する。しかし、PRAMは理想的なモデルであるため
現実とのギャップがあり、これらのアルゴリズムを実行できる効率の良い並

列計算機は実際には存在しない。

図 1: PRAM(Parallel Random Access Machine)モデル

2.2 BSP(Bulk-Synchronous Parallel)モデル

従来型の PRAMは通信や同期のコストを考えない理想的なモデルであっ
た。初期の並列計算機ではプロセッサの処理能力は低く、プロセッサの内部演
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算時間に比べてプロセッサ間の通信はさほど考慮されていなかった。しかし、

ここ数十年でプロセッサの処理能力は急激に向上したため、通信や同期にか

かるコストというのが処理時間において大きなウエイトを占めるようになっ

てきた。このため近年、PRAMモデルは現実の並列計算機とは程遠いモデル
であると言われるようになってきた。このような理由により、Valiantにより
BSP(Bulk-Synchronous Parallel)モデル [7]が提案された。BSPモデルは非
同期式分散メモリ型の並列計算モデルである。BSPは局所メモリを持つ複数
がプロセッサとそれらを結びつけるネットワークおよびプロセッサ間でバリ

ア同期を取るための同期機構からなる。プロセッサ間の通信はネットワーク

を通して 1対 1でメッセージ交換をすることにより行われる。なお、バリア
同期とは、協調して動作する多数のプロセッサの歩調を合わせることを目的

とした同期プリミティブである。バリア同期を実行して同期を取る場合、全

てのプロセッサがバリアに到達するまでどのプロセッサも実行を継続できず、

封鎖される。図 2に BSPの概念図を示す。。BSPモデルは通信遅延や同期時
間等を表す為に以下のパラメタを持つ。

• p : プロセッサ数

• g : 1つのメッセージを送信あるいは受信するのにかかる時間

• L : バリア同期を取るのにかかる時間　 (通信遅延時間)

BSPモデル上での並列アルゴリズムは各プロセッサが実行するプログラムに
より表される。各プロセッサが実行するプログラムはスーパーステップの列か

らなる。各スーパーステップは内部計算命令の列から成る内部計算フェーズ

と、送信あるいは受信命令の列からなる通信フェーズで構成されており、各プ

ロセッサは割り当てられたスーパーステップを非同期に実行する。スーパー

ステップの命令終了後、プロセッサ間でバリア同期を取り、次のスーパース

テップの実行に移る。あるスーパーステップで各プロセッサが各々w個の内

部計算命令と各々h個の通信命令を実行する場合、そのスーパーステップの時

間計算量はO(w + gh+L)となる。以下ではプロセッサを P0, P1, P2 · · ·Pp−1

と表記する。
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図 2: BSP(Bulk-Syncronous Parallel)モデル

2.3 クイックソート

本研究ではクイックソートをベースとして BSPモデル上で実行可能なア
ルゴリズムを提案する。クイックソートはランダムなデータを整列するアル

ゴリズムとしては最も効率的なもので最速のソーティングであり、O(n log n)
時間で実行出来る。クイックソートの一般的な流れを説明すると、配列デー

タの中から任意のデータを１つ選び、その値を基準として全てのデータ振り

分ける。具体的には、その基準値より小さい値のものは前に、また、大きい

ものは後ろにというようにデータを前後に振り分けていく。この作業を前の

操作で作られた２つの部分配列にも行う。この作業を繰り返し行い、全ての

部分配列が 1ないしは 0になるとソーティング完了となる。パラレルクイッ
クソートでは分割して部分配列ができる度に、その部分配列にプロセッサを

割り当てていけば効率良く並列処理を行うことができる。また部分配列数が

p個に達した場合は各配列に 1つずつプロセッサを割り当てソーティングを
行えばよい。図 3にクイックソートにおける配列の分割の様子を示す。
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3 BSPモデル上でのクイックソートアルゴリズム

3.1 2分木を用いたクイックソートアルゴリズム

BSPモデル上でソーティングを行う場合、クィックソートによって分割し
た 2個の部分配列のうちの片方を他のプロセッサに送信し、それぞれの部分
配列を 2台のプロセッサを用いて分割、という処理を部分配列の個数が p個

になるまで再帰的に繰り返し、その後各プロセッサで逐次クィックソートを

用いてソーティングを行えばよい。

あるプロセッサを用いてサイズ nの配列Aをサイズ n1, n2の 2個の部分配
列 A1, A2に分割するのに掛かる時間は O(n)である。また、片方の部分配列
を他のプロセッサに送るのに掛かる時間は O(gn1 + L)またはO(gn2 + L)時
間となる。分割の基準値を適正に選択すれば n1 ≈ n2 ≈ n

2 となる。よって、

分割に掛かる時間は O(n + g n
2 + L)である。1度の分割により部分配列の個

数は 2倍になるので、p個の部分配列を得るには logp回の分割が必要となる。

また、各分割で適切な基準値を用いた場合、i回目の分割の開始時点における

部分配列のサイズは n
2i−1 となる。従って、log p回の分割に掛かる時間の和は

log p∑

i=1

O(
n

2i−1
+ g

n

2i
+ L) = O(gn + L log p)

となる。各分割で適切な基準値を用いれば p個の各部分配列のサイズは n
p と

なるので、クィックソートを用いて O(n log n
p )時間でソーティングを行える。

従って、全体の計算量は

O(
n log n

p
+ gn + L log p)

となる。

3.2 本研究で提案するアルゴリズム

一般に、同期に掛かる時間 Lは非常に大きいと考えられるため、プロセッ

サ台数 pが大きいとき、2分木を用いたクィックソートの計算量は大きくな
る。そこで本研究では、同期回数を減らすため、k分木を用いたクィックソー

トアルゴリズムを提案する。

以下に本研究で提案するアルゴリズム k-QSを示す。初期状態においては、
プロセッサ P0 がサイズ nの配列 Aを保持していると仮定する。また、プロ

セッサ台数 pは nに比べて充分に小さいとする。

(algorithm k-QS)

入力: サイズ nの配列 A。プロセッサ P0 が Aを保持する。

6



出力: Aのソート済み配列B。プロセッサ Pi (0 ≤ i < p)がBの部分配列Bi

を保持する。

1. 以下の操作を log p
log k 回繰り返す。i回目の繰り返しの開始時点においてプ

ロセッサ Pj (0 ≤ j < 2i−1)は配列A
(i)
j を保持しているとする。ただし

A
(1)
0 = Aである。

(a) プロセッサ Pj (0 ≤ i < 2i−1)は配列 A
(i)
j から 3(k − 1)個のデー

タ d
(1)
j , d

(2)
j , ..., d

3(k−1)
j をランダムに選び出す

(b) プロセッサ Pj (0 ≤ i < 2i−1)はデータ d
(1)
j , d

(2)
j , ..., d

3(k−1)
j を逐

次クィックソートを用いてソーティングする。ソーティング後の

データを e
(1)
j , e

(2)
j , ..., e

3(k−1)
j とする。

(c) プロセッサ Pj (0 ≤ i < 2i−1)は配列 A
(i)
j を以下の式を満たす k

個の部分配列 A
(i+1)
jk , A

(i+1)
jk+1 , A

(i+1)
jk+2 , ..., A

(i+1)
jk+k−1 に分割する。

• ∀d ∈ A
(i+1)
jk , d < e

(2)
j

• ∀d ∈ A
(i+1)
jk+l , e

(3l−1)
j ≤ d < e

(3l+2)
j (1 ≤ l < k − 1)

• ∀d ∈ A
(i+1)
jk+k−1, e

3(k−1)−1
j ≤ d

(d) プロセッサ Pj (0 ≤ i < 2i−1)は部分配列A
(i+1)
l (jk ≤ l < jk +k)

をプロセッサ Pl に送信する。

2. プロセッサ Pj (0 ≤ j < p) は逐次クィックソートを用いて部分配列

A
log p
log k

j をソーティングし、ソーティング後の配列を Bj とする。

図 4に従来型の２分木を用いたクイックソートと、本研究で提案した k分木

を用いたクイックソートの実行の様子を示す。
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図 3: クイックソート実行の様子

図 4: 従来型のクイックソートと改良後のクイックソートの実行の様子
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4 結果と考察

4.1 アルゴリズムの計算量

アルゴリズム q-QSが正しくソーティングを解くことは明らかである。以
下では、アルゴリズム q-QSの計算量について考察する
アルゴリズム q-QSの計算量については以下の定理が成り立つ。

定理 1 任意の整数 k (≥ 2)に対し、アルゴリズム q-QSは BSPモデル上で
(O n log n

p + n(log k + g) + L log p
log k )時間でソーティングを解く。

(証明) 各繰り返しにおいて、分割の基準値として適切な値を用いれば分割前
のデータサイズを nとするとき、分割後の k個のデータサイズは高い確率で

それぞれ n
k となる。従って、i回目の繰り返しの開始時点で各プロセッサが

保持するデータのサイズは高い確率で O( n
ki−1 )である。

アルゴリズム q-QSの (a)において、3(k − 1)個のデータ選択は O(k)時間
で行うことができる。また、(b)においてソーティングはO(k log k)時間で行
える。(c)において、サイズ n個のデータを k個に振り分けは O(n log k)時
間で行うことができる。従って、i回目の繰り返しにおけるデータの振り分

けは O(n log k
ki−1 )時間で行うことができる。(d)では各プロセッサは n

ki−1 個の

データを送信し、 n
ki 個のデータを受信する。従って i回目の繰り返しにおけ

る時間計算量は

O(
n log k

ki−1
+ g

n

ki−1
+ L)

時間となる。また、2.において各プロセッサは O(n
p )個のデータをソーティ

ングするので O(n log n
p )時間で実行できる。

よって、アルゴリズム全体の計算量は

O(
n log n

p
+ n log k + gn + L

log p

log k
)

となる。

log2 k = L log p
n のとき最小となる。従って以下の系が成り立つ。

系 1 アルゴリズム q-QSは BSPモデル上で O(n log n
p + gn +

√
Ln log p)時

間でソーティングを解く
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5 まとめ

本研究では BSP モデル上で O(n log n
p + n log k + gn + L log p

log k )時間でソー
ティングを行う並列アルゴリズムを提案した。本研究で提案したアルゴリズ

ムは、同期時間 Lが長いとき効率良く実行することが出来るアルゴリズムで

ある。
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